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摘 要 : 对 任意 正 整数 ”, 设 <(z) 表示 不 小 于 7” 的 最 小 ” 阶乘 部 分 . 2(z) 表示 不 超过 7 的 最 大 和 
阶乘 部 分 ,研究 了 上 部 阶乘 <(z) 及 下 部 阶乘 2(2z) 部 分 数列 ,采用 初等 及 解析 的 方法 ,给 出 了 2 个 有 
趣 的 渐 近 公式 ， 在 所 得 的 定理 的 基础 上 上， 研究 了 数列 {(S,(z)/ 五 (CD ，!{ 开 (CD C2) )， 
{(S, (02) 一 五 (2)) ,人 ( 开 (02z) 一 工 (02)) 的 剑 散 性 . 
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On the Smarandache Inferior and Superior Factorial Series 


HUANG Wei 
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Abstract: Let ?2 be a positive integer,&(C72) be the smallest 7 factorial number greater than or equal to 77; 
and 0(72) be the largest 7 factorial number less than or equal to 1. The smallest inferior factorial part &(C7) 
and the largest Supetior factorial part (72) of integer 7 are studied by using the elementatry and analytic 
methods. Two interesting asymptotic formulas {for them are given on the basis of theoreml obtained. 
Hence，!{S, (2)7 玉 (2) (天 (02)7](C2D))，(S 2) 一 疙 (2))》 (天 (2) 一 了 02)) Its convergence and diver- 
gence are also studied. 

Key words: inferior and superior factorial series; mean value;asymptotic formula; convergence and diver- 


gence 


1993 年 数论 专家 Smarandache 提出 了 正 整数 ”的 m” 阶乘 部 分 数列 汪 , 即 设 对 正 整 数 ”7 的 2 阶乘 部 分 
数列 定义 如 下 : 
4a(02) 一 min(7 1 7 ! 二 2 E NT) ,00) 一 max( 1 7 0 EN)， 
其 中 zzE Ni , 称 a(02) 表示 不 小 于 的 最 小 2 阶乘 部 分 , 亦 称 为 上 部 2 阶乘 部 分 数列 , 称 2(z) 表示 不 超过 ? 
的 最 大 ” 阶乘 部 分 , 亦 称 为 下 部 ” 阶乘 部 分 数列 ,例如 
0 
0(1) 一 142002) 一 24003) 一 245004) 一 21005) 一 24006) 一 34…)0(23) 一 3450(24) 一 4 


公 
了 TI 


S, (2) 一 [Llog (ca(G1)) 十 log (a(C2)) 十 log (a(3)) 十 … 十 log (az)) /2 王 二 > log (Ca(7) )， 
1z 一 1 


志 (2) 一 [Llog (0(1)) 十 log (0(02)) 十 log (0(3)) 十 … 十 log (02) ) ]/2 一 二 > log (0(C72) ) ， 


1 一 1 
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开 , (2) 一 Viog (a(l)) 十 log (a(02)) 十 log (wa(3)) 十 … 十 log (az)) 一 (>vlog (aa ， 


TL,(2) 一 Viog (8(1)) 十 log (502)) 十 ljog (203)) 十 … 十 log (0 ) 一 (Cos (COCz) 7 


关于 阶乘 部 分 数列 ,Smarandache 教 授 要 求 研究 其 性 质 , 文 献 L2-6 ] 做 了 相关 研究 ,但 关于 log (az)) 及 
log (62) ) 均值 问题 ,至 今 还 没有 看 到 有 关 文献 . 我 们 利用 初等 方法 研究 了 这 2 个 数列 的 均值 性 质 ,并 给 出 了 
2 个 有 趣 的 渐 近 公式 ,同时 研究 了 数列 {S,(z) 7/ 五 (2 ( 开 C2D)7TDCD) 1S Ca) 一 五 (CD (天 (02) 一 志 (C2)) 


的 敛 散 性 , 即 证 明了 下 面 的 定理 护 5 
定理 “对 任意 实数 x > 1 ,我 们 有 渐 近 公式 : 


> ylog (a(2)) 一 Zlog 工 人 | 


Zlog z。log log log >~ 
log log 并 ) 


og (oo) 一 zlogz | 


由 以 上 定理 立刻 得 时 到 下 面 的 推论 ， 
推论 1 对 任意 正 整 数 >, 有 渐 近 式 及 极限 式 


已 
了 (7) 


推论 2 ”对 任意 正 整数 "有 渐 近 式 及 极限 式 


7 log mn。log log logm\ ”天 (2z) 到 
TO) 2 of log log 7 ) 志 更 工 ,CD) 2 1 8 


推论 3 ”对 任意 正 整 数 2, 有 渐 近 式 有 太极 限 式 
9, (02) 一 了 (2) 一 二 CO 一 1) 1og log2 十 OClog log 7 ) ,1imS, (7 一 了 (72) 一 0. 


log 2。log log log 2 1 S, (2) 


人 


1 5 引 理 


引 理 1 对 任意 实数 zx 之 1, 有 
log 7 ! 王 Milog 7 一 M 十 O(Clog 7 ). 
证 明 “对 于 任意 正 数 二 1, 存在 唯一 的 正 整 数 罗 ,满足 2 1 一 工 和 受 (7 妈 十 1) 1 


两 边 取 对 数 : 2 os 二 < log 并 < S， log 二 
1i 一 1 
由 Euler 求 和 公 \ 式 ， 和 
忆 iog ;一 (7 十 到)iog (二 1) 一 一 一 1 十 C 十 0( 广 )= mog 关 一 症 DOdog mm) 


logi = (mm 十 1 十 去 jlog (十 2 一 站 一 2 十 C 十 O( 广 )= oogm 一 站 十 Odog m)， 
ms 十 1 


于 是 
log 7 ! 一 log (7 十 1) ! 十 O(G1L) 一 log72 十 OGL) 一 加 log 和 妈 一 妈 十 OClog 7). 
取 >z = 王 2, 由 融 挟 定理 得 
log7 = 加]og7M2 一 M 十 O(Cog 7 ， 
引 理 1 证 毕 
引 理 2 “对 任意 实数 过 二 1, 设 2,7 为 正 整数 , 当 思 ! 一 zz 委 (2 十 1) 时 有 
log 罗 2 一 log log7 十 O(Cog log 7)， 


log72  ， 人 log 2。O(Clog log log 7) ) 
log log7 log log ?2 十 O(Clog log 2) 一 1 


log 2。log log log “】 


log 7 ! 王 log7- of 下 


〈] ) 


〈2) 


〈3 ) 


〈4) 
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证 明 “由 式 (1) 有 


几 一 让 十 OG)， (5) 
log 7 一 


对 式 (5) 两 边 继 续 取 对 数 


log M 一 log log7 十 O(Clog log 7 ) ， (6) 


log log 轨 一 log log log72 十 O(C1)， 


log7 log 7 本 
log 77 一 和 log log 十 O(log log 加 ) 一 1 9 
log72  ， of log 2。O(Clog log log 7) ) 
log log7 log log ?2 十 O(Clog log 7) 一 1 
加 log 7 log 7 
7]log 7 一 7 十 O(Clog 力 ) < 才 和 Ts 二 (log log 7) 1 < log 7， 


即 


log 7 ! 王 7]jog 罗 一 加 十 O(Gog 略 ) 一 log 7 of 2 和 log “)， 


引 理 2 证 毕 
2 定理 的 证 明 


用 初等 方法 及 Euler 求 和 公式 给 出 定理 的 证 明 . 对 任意 实数 二 > 2, 在 序列 {a(Cz)} ,2 一 1;2,3，…) 


中 ,如 果 和 2 ! 过 二 (2 十 1) 4 由 
3535， 6， 23， 已 4 3?119， 120，121…7119,120,371…9039,0040，48…40319，40320,，05…362879，… 


7! 8 ! 


及 3 隐 5 6 1 


可 推断 002) 一 7 ld) 一 (2 十 1)! 
志 log a00D) 一 >，log ua(1) 十 这 log <(2) 十 ， log ua(3) 十 … 十 


0 ! 一 "1 这 | 


久 log (ooO)T > log(o00) = 六 久 log(ocoo)， 
M ! 一 "< 二 < 


(NM-1) 2 和 MI <z (一 1) :一 2<AI 


由 引 理 2 得 


log zz。log loglog\\ log zz。log log log\ 
过 1og 4 二 2 (log of log log ?7 由 过 1og "十 (之 log log 7 谍 


二 O(=2 Z。log log log > 


log log 全 
同 理 可 得 
-| ”。 ] ] 1 
定理 证 毕 


在 定理 中 , 取 >z 一 2” 则 


>)log (Ca()) 


四 届 ]7log 1。log log logm\\ log 2。losg log log 7? 
S, (7) 本 (log 12 二 Of( To 川 = log 7 o( Rn 】 5 
log (072) ) 
产 记 沁 三 学 1 1 1 oO 7log 5。log loglogm\ 1 Oo log 2。log log log 7 
下 7 7 ( 0 人 log log 7 ) ) 人 人 log log 7 )， 


O(2 71。log log log ?] 下 ， 


三 (1og (aoD))7 一 (olog 7 RE 


二 AS 工 7log 7。log log log 7 
志 , (O7) (1og (5Cz))) (nlog 交 Of )) 
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log 2。log log log 7 
S, (2) log” of log log 7 ) 二 0(2 7 。log log log 2 
志 (7 ) 1 O log 2。log log log 7 log log ?7 
有 人 log log 7 ) 
7log 2。log log log 7 7 
和 (log 7 of 5 ] 人 区 记 )) 下 of2 7 。log log log 中 
(22) jlog mm 。log log log 7 log log 7 
(log 7 oO[ 全 】 】 
9 (77) 天 (77) 


因此 有 1lim 二 5 一 1, 此 外 ,注意 到 limK,(2) = 1,lim7L 02) 一 1 因此 
7 一 了 (7) 7 二 co 业 5 (7) 7 二 co 1 一 co 


lim( 天 ,(72) 一 工 (2)) 一 0， 


7 一 co 


即 推论 1.2 的 结论 . 


又 由 于 
S, Co 一 世 (2) 一 了 风机 2 人 人 3 1og BC 
一 ( >)， logA+ >)， log COM 十 1D)) 一 
AR MCA 一 1) :一 "< M ! 一 ”去 zx 
二 (( ! 一 (一 1) ! 一 D)log& 十 >，log COM 十 1))， 
Rs<AM M ! 一 "< 
由 引 理 得 


SS 二 二 CO (7 一 二 站 CO 雇 交 


limCS 2) 一 了 (2)) 一 0， 


7 一 
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